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EUčebnice vysvětluje základy geostatistiky, a to 

se zaměřením na prostorovou interpolaci. 
Jsou probírány též interpolační metody, které 
s geostatistikou a jejími aplikacemi bezprostředně 
souvisejí. V centru zájmu je případ, kdy jsou data 
zadána v ploše, v nepravidelné síti bodů. Výklad je 
ilustrován příklady naprogramovanými v Matlabu. 
Ukázky programů jsou uvedeny na konci knihy.

Text vychází z autorových přednášek na 
Přírodovědecké fakultě Univerzity Karlovy v Praze 
a je určen nejen studentům, ale též zájemcům 
o geostatistiku a prostorovou interpolaci mimo 
akademickou obec.
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Předmluva

Na otázku, co je geostatistika, odpoví mnozí, že je to asi jakýsi souhrn statistic-
kých metod používaných v geovědách. Patrně by tomu tak i bylo, nebýt francouz-
ského matematika George Matherona, který na začátku 60. let minulého století 
použil název geostatistika pro označení specifické metody zpracování prostoro-
vých dat. Matheronova metoda měla původně sloužit k odhadu vydatnosti ložisek 
surovin. S jejím rozvojem se však postupně objevily aplikace prakticky ve všech 
oborech, které pracují s prostorovými daty. Geostatistika proto dnes patří mezi 
základní metody statistiky prostorových jevů.

Tento text má za cíl vysvětlení základů geostatistiky se zaměřením na pro-
storovou interpolaci. Vychází z mých přednášek na Přírodovědecké fakultě Uni-
verzity Karlovy v Praze. Inspirací k nim mi byly opakované pobyty v Centre de 
Géostatistique ve Fontainebleau. Za tuto možnost bych zde chtěl poděkovat.

Vedle geostatistických postupů jsou vysvětleny i vybrané interpolační metody, 
které s geostatistikou, resp. s jejími aplikacemi bezprostředně souvisejí. V centru 
zájmu je případ, kdy data jsou zadána v ploše, v nepravidelné síti bodů.

Pokusil jsem se o výklad srozumitelný nejen studentům, ale též uživatelům 
programů s geostatistikou mimo akademickou obec. Pokud se někde objeví náznak 



– 10 –

nějakého matematického postupu, například odvození rovnic krigingu, jde spíše 
o ukázku, jakou cestou se k výsledku dospěje, než o exaktní odvození. Jelikož se 
většinou jedná o základní fakta, neuvádím, až na několik výjimek, citace. Vyčer-
pávající přehled geostatistické literatury je obsažen v monografiích uvedených na 
konci knihy. V textu se místy používají anglické názvy a zkratky, neboť relevant-
ní česká terminologie není ustálená a probírané metody jsou dostupné prostřed-
nictvím programů komunikujících anglicky. Neuškodí si příslušnou terminologii 
osvojit.

Výklad je ilustrován příklady naprogramovanými v Matlabu. Vybrané ukázky 
programů jsou uvedeny na konci knihy. Sestavení programů pro jednoduché pří-
pady nebo jejich modifikace jsou důležité pro osvojení metod. V programování 
není možno mlžit a kroky algoritmu musejí být konkrétní a jednoznačné. Když 
studenti některé programy sami vypracují, zjistí, že geostatistika není tak složitá, 
jak se na první pohled zdá, a že na to mají.

V textu se jistě, přes veškerou moji snahu, objeví chyby. Budu čtenářům vděč-
ný za upozornění na ně i za jakékoliv další připomínky, poslané např. na můj 
email jezek@natur.cuni.cz. Děkuji všem, kteří byli ochotni text nebo jeho části 
přečíst a poukázat na nedostatky. Zejména to byli recenzenti Jiří Horák a Karel 
Zvára, dále kolega Stanislav Bek a též moje žena Ajka. V neposlední řadě si 
zaslouží můj dík Hans Wackernagel, který mi připomněl, že bych měl napsat 
o geostatistice něco česky.

	�  Josef Ježek, 13. 2. 2015
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/1/

Úvod

TROCHU HISTORIE

V padesátých letech minulého století probíhala po celém světě intenzivní těžba 
surovin a rozvíjely se metody vyhodnocení ložisek. Důležitou roli hrála jiho­
africká škola a zejména důlní inženýr Daniel Krige. Základem jeho metody odha-
du bylo použití vážených průměrů. Problémem bylo, jak objektivizovat a optima-
lizovat volbu vah. V té době přišel Georges Matheron. Matheron byl absolventem 
elitních francouzských technik, Grandes Écoles, a jeho hluboké vzdělání v mate-
matice a statistice spolu se znalostí problematiky těžby surovin se projevilo ve 
způsobu, jakým přistoupil k řešení problému. Vytvořil a systematicky rozvíjel 
metodu, jejíž hlavní postup nazval na počest Daniela Krige kriging. Stal se profe-
sorem na École Normale Supérieure des Mines de Paris a ředitelem výzkumného 
ústavu Centre de Géostatistique zřízeného touto školou ve Fontainebleau. Geo-
statistika měla hned od počátku mnoho přívrženců, ale i odpůrců.

Matheron použil pravděpodobnostní popis, což způsobilo problémy s přijetím 
geostatistiky. Pravděpodobnostní model byl těžko pochopitelný pro ty, kterým byl 
v době svého zrodu určen, pro geology, prospektory surovin a důlní inženýry, neboť 
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jevy, kterých se týkal, měly evidentně deterministickou povahu (např. obsah rudy 
v ložisku) a jejich popis pomocí aparátu náhodných funkcí se jim zdál přespříliš 
abstraktní. Matheronova práce nebyla zpočátku příznivě přijímána ani statistickou 
komunitou. Částečně to snad bylo způsobeno vědeckou rivalitou, možná i soupe-
řením frankofonního a anglosaského světa. Také Matheronovi vytýkali, že obdoby 
metod, které vyvíjel, jsou již známy v jiných disciplínách, např. v teorii časových 
řad. A jak už to ve vědě bývá, paralelně s Matheronem, či dokonce o něco dříve, 
pracovali na podobných myšlenkách další. Švéd Bertil Matérn vyvinul podobnou 
teorii pro aplikace v lesnictví a Rus Lev Gandin pro meteorologii.

Jelikož Matheron publikoval převážně francouzsky, hlavně v interních zprávách 
Centre de Géostatistique, a většina jeho žáků byli Francouzi, nepronikala geostatis-
tika příliš rychle do anglosaských zemí, zejména do USA. O rozšíření geostatistiky 
v Americe se teprve později významně zasloužili dva Matheronovi studenti, André 
Journel (Stanford University) a Michel David (École Polytechnique de Montreal).

Geostatistika byla od počátku spojena s nástupem počítačů a její rozvoj rea-
goval na změny v této oblasti. Postupně vznikly komerční balíky programů, 
například BLUEPACK (1970) a ISATIS (1990) pracující na sálových počíta-
čích a pracovních stanicích. Tyto programy byly drahé, neboť byly primárně 
určeny pro bohaté těžební společnosti. Volně dostupné programy byly těžko 
k mání. První volně dostupný balík programů Geo-EAS (1988) byl financo-
ván americkou Environmental Protection Agency a posléze uvolněn pro public 
domain. Existoval již ve verzi pro PC. V roce 1992 André Journel a Clayton 
Deutsch publikovali knihovnu fortranských programů pro geostatistiku GSLIB. 
Současné verze těchto programů jsou dostupné na webové stránce Stanfordo-
vy univerzity. Dnes nalezneme programy pro statistiku na běžných osobních 
počítačích v rámci komerčních programů, například Surfer a ArcGIS. V těchto 
programech je geostatistika zařazena mezi interpolační metody. Tomuto pojetí 
odpovídá i tento text. Vedle komerčních programů existuje řada volných pro-
gramů dosažitelných na Internetu, určených zejména pro prostředí R a Matlab 
(viz například gstat, geoR, www.ai-geostats.org, cran.r-project.org/web/views/
Spatial.html, mgstat.sourceforge.net).

O geostatistice existuje rozsáhlá knižní literatura a články o ní či s jejími apli-
kacemi se objevují v nejrůznějších odborných časopisech. Teoretičtější práce 
a články popisující software lze nalézt v časopisech Mathematical Geosciences 
(dříve Mathematical Geology) a Computers and Geosciences. Oba časopisy vydá-
vá vědecká společnost International Association for Mathematical Geosciences, 
jejíž vznik byl ovlivněn geostatistikou. Pro nás, pro Čechy, není bez zajímavos-
ti, že tato renomovaná vědecká organizace, jejímž prvním prezidentem se stal 
George Matheron, byla založena na 23. mezinárodním geologickém kongresu 
konaném v srpnu 1968 v Praze. Geostatistika našla brzy své propagátory i v naší 
republice, jmenujme alespoň dr. Václava Němce a prof. Ctirada Schejbala.

Matheronova metoda měla původně sloužit k vyhodnocování ložisek nerost-
ných surovin. S jejím rozvojem se však postupně objevily aplikace prakticky ve 
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všech oborech, které pracují s prostorovými daty. Bez nároků na úplnost můžeme 
uvést například demografii, ekologii, epidemiologii, geofyziku, geografii, hydro-
geologii, kartografii, klimatologii, lesnictví, meteorologii, rybářství a zemědělství 
(řazeno dle abecedy, nikoliv počtu aplikací). Geostatistika dnes patří mezi základ-
ní metody studia prostorových jevů.

Jak již bylo řečeno, záměrem tohoto textu je představit geostatistiku v kon-
textu prostorových interpolačních metod. Následující výklad se proto dříve, nežli 
dojdeme k vlastní geostatistice, zabývá různými metodami, které s geostatistikou 
nějak souvisí.

PROSTOROVÁ INTERPOLACE

V oborech pracujících s prostorovými veličinami se setkáváme s úlohou, kdy 
máme data změřená v nepravidelné síti bodů (tomu se v angličtině říká scattered 
data) a zajímá nás průběh veličiny mezi nimi, v celé oblasti. Datová síť většinou 
není dostatečně hustá, dat je málo, a je nemožné zjistit průběh prostorové veličiny 
přesně. Spíše nežli detaily může být proto rozumné hledat nějakou reprezentativní 
plochu, jakýsi prostorový průměr závislý na souřadnicích.

Zpravidla se pomocí nějaké interpolační metody dopočtou hodnoty v hust-
ší pravidelné pravoúhlé síti, které se pak buď přímo zobrazí v rastrové grafice 
či prostorové projekci nebo se jimi proloží izolinie. Interpolačních metod, které 
k tomu lze použít, je nepřeberně. Jsou založeny na prokládání vhodných funkcí 
nebo na vážených průměrech. V programech jako Surfer a ArcGIS najdeme napří-
klad tyto metody:

–	 metoda nejbližšího nebo přirozeného souseda,
–	 po částech lineární interpolace,
–	 prokládání (globálních a lokálních) polynomů,
–	 metoda inverzních vzdáleností,
–	 metoda radiálních bázových funkcí,
–	 různé varianty splajnů,
–	 kriging.

Volba interpolační metody záleží na řadě faktorů, počínaje tím, jaké metody 
jsou dostupné v tom či onom počítačovém programu a co o nich uživatel ví. Jistě 
se shodneme, že výběr metody by měl odrážet vlastnosti prostorové veličiny, ať 
už jsou vyjádřeny prostřednictvím dat anebo dány našimi apriorními představami 
a teoretickými znalostmi.

Prostorové veličiny mohou vykazovat velmi rozdílnou proměnlivost. Na otáz-
ku, jak vypovídá hodnota naměřená v jistém bodě o hodnotách, které můžeme 
očekávat v jeho okolí, odpovíme jinak, je-li touto veličinou obsah zlata nebo 
intenzita gravitačního pole. Zatímco obsah zlata bývá značně proměnlivý až era-
tický, má intenzita gravitačního pole daleko hladší průběh, neboť se v ní projevují 
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integrálně hustotní anomálie nacházející se v různých hloubkách. Důležitou roli 
při studiu prostorových veličin proto hraje rozložení měřených bodů, jejich vzá-
jemná vzdálenost a konfigurace (geometrie vzorkování). Uvedený příklad také 
jistě čtenáře upozornil na roli měřítka, resp. rozměru zpracovávané oblasti.

Volba interpolační metody by měla odrážet naše předpoklady o chování prosto-
rové veličiny. Na obr. 1.1 je jednoduchý příklad. Ve dvou bodech na ose x jsme změ-
řili hodnotu z a proložili tři různé interpolační křivky. Přímka vyjadřuje stoupající 
tendenci (trend), který pozorujeme v naměřených hodnotách (s rostoucím x roste 
i hodnota z). Pokud vykreslenou část přímky prodlužujeme nalevo a napravo od 
bodů měření, vyjadřujeme tím svůj předpoklad, že tato tendence bude pokračovat. 
Oproti tomu ale můžeme zaujmout stanovisko, že ve větší vzdálenosti od bodů 
měření nemáme dosti informací, a proto zde za reprezentativní hodnotu raději 
vezmeme průměr. Takto se chovají obě zbývající křivky. Většině se asi na první 
pohled zalíbí více ta hladší. Důvodem k tomu může být třeba estetické cítění nebo 
představa, že průběh dané veličiny nemá mít zuby nebo špičky, ať už v bodech 
měření nebo mimo ně. Můžeme také klást formální, matematické požadavky na 
interpolační křivku. Chceme například, aby měla všude derivaci, což je důležité 
pro další využití v matematických modelech. Křivka se špičkami toto nesplňuje. 
Také klesá k průměru rychleji nežli ta hladší, a to dokonce i mezi měřenými body, 
což se může zdát podivné či zbytečné. Co když je ale měřená veličina tak pro-
měnlivá, že i v blízkosti měřených bodů může nabývat dosti rozdílných hodnot? 
Potom je přirozené omezit vliv naměřených hodnot jen na nejbližší okolí a netrvat 
na hladkém průběhu. Na tomto příkladu vidíme, že při volbě interpolace se obje-
vují různá, někdy i protichůdná hlediska:

1)	 průběh interpolace by měl odpovídat naší představě o chování veličiny,
2)	 výsledná funkce má mít nějaké formální (matematické) vlastnosti,
3)	 chceme minimalizovat chybu, které se při interpolaci dopouštíme.

Zde můžeme předeslat, že geostatistická metoda kriging byla vytvořena tak, aby 
především minimalizovala chybu odhadu.

x

z

Obr. 1.1: Která interpolace je vhodnější?
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Další otázkou je, zda musí interpolace procházet datovými body. Takovým 
postupům se říká přesná interpolace (exact interpolation). Přesná interpolace 
nemusí být vždy vyhovující. Například mohou být data zatížena nezanedbatel-
nou chybou a je nesmyslné trvat na tom, aby výsledek interpolace v bodě měře-
ní byl totožný s naměřenou hodnotou. Nebo při určité konfiguraci bodů měření 
dává interpolační metoda nerealistické výsledky (zákmity apod.), které jsou spíše 
odrazem vlastností metody nežli možnou realitou (říkáme jim artefakty). Většina 
interpolačních metod proto nějakým způsobem umožňuje, aby výsledek interpo-
lace (křivka, plocha) datovými body neprocházel. Tento případ nazveme aproxi-
mace. Oba případy jsou znázorněny na obr. 1.2.

Interpolační křivky na obr. 1.1 a 1.2 pokračují ven z  intervalu, v němž se 
nacházejí datové body, doleva i doprava. Striktně vzato, měli bychom v těchto 
okrajových částech hovořit spíše o extrapolaci. Vzhledem k tomu, že se u prosto-
rových dat většinou jedná jen o malý přesah, budeme v následujícím textu hovořit 
pouze o interpolaci, vědomi si toho, že zpracováváme i tyto okrajové části.

Na tomto místě je vhodné učinit následující poznámku. Jak si čtenář asi 
povšiml, význam pojmů bod měření, měřený bod a datový bod se může lišit 
podle kontextu. Abychom předešli nedorozumění v dalším výkladu, pokusíme se 
o vysvětlení pro případ plošných dat (dat naměřených v ploše, tj. ve 2D), který 
bude v centru našeho zájmu. Bodem měření máme na mysli místo určené souřad-
nicemi x a y. Bod v rovině xy určený těmito souřadnicemi můžeme označit jako 
datový bod. Když ale zobrazíme průběh měřené veličiny jako plochu v prostoru, 
hodí se označení datový bod pro bod se souřadnicemi (x, y, z), kde z je naměřená 
hodnota. To je bod, který leží na interpolační ploše (v případě přesné interpola-
ce) nebo někde nad či pod ní (v případě aproximace). Ať už bude jednat o první 
nebo druhou variantu, vzájemná vzdálenost datových bodů bude vždy znamenat 
vzdálenost měřenou v rovině xy, spočtenou ze souřadnic x a y.

Interpolační metody se někdy rozdělují na deterministické a statistické. Do 
deterministických metod se zařazují metody založené na formálních požadav-
cích na interpolační funkci, na její jednoduchost, snadný výpočet, tvar, spoji-
tost, spojitost derivací, vizuální hladkost, nebo na nějakém úsudku, například, 

Obr. 1.2: Přesná interpolace (tenká černá) a aproximace (silná šedivá)
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že vzdálenější měření mají mít menší vliv na výsledek interpolace. Požadavky 
mohou mít věcnou interpretaci. Například splajny jsou odvozeny na základě pod-
mínek kladených na derivace a zároveň si je můžeme představit jako ocelový prut 
či plech proložený datovými body.

Statistické metody se opírají o pravděpodobnostní a statistické úvahy. Díky 
použití statistického aparátu lze dobře formulovat úlohy o  interpolaci zatíže-
né nejmenší chybou. Výsledek interpolace je statistický odhad a chápe se jako 
náhodná veličina, která má své statistické vlastnosti (rozdělení pravděpodobnosti, 
střední hodnotu, směrodatnou odchylku, lze určit interval spolehlivosti atd.).

Neexistuje interpolační metoda, která by měla výsadní postavení a byla a pri-
ori lepší nežli ostatní. Pesimisté dokonce říkají, že interpolace je postup, kdy je 
třeba vybrat tu nejméně špatnou metodu. Výsledky různých způsobů interpolace 
se mohou značně lišit, zejména při malé hustotě sítě měření. Je-li to možné, je 
vhodné použít více metod a nakonec z nich vybrat. Při výběru můžeme použít for-
mální pravidla, která ho objektivizují. Například můžeme nějak definovat chybu 
interpolace a vybrat metodu, která dává chybu nejmenší. Velmi důležité je však 
také vizuální posouzení výsledku z hlediska naší znalosti interpolované veličiny. 
Vždy bychom měli mít na paměti hustotu sítě vstupních dat.

Existuje mnoho interpolačních metod. Liší se svojí matematickou povahou, 
složitostí a předpoklady. Jsou běžně dostupné v počítačových programech a lze je 
snadno aplikovat, aniž bychom o nich něco více věděli. Je však třeba zdůraznit, že 
ať si to uvědomujeme či ne, znamená výběr konkrétní interpolační metody přijetí 
určitých předpokladů o chování veličiny (i když jsme metodu vyvolali mecha-
nicky a nemuseli volit žádné vstupní parametry). Zejména tvar či hladkost inter-
polační funkce vyjadřuje náš předpoklad o proměnlivosti interpolované veličiny.

Dokonce i při práci se stejnými daty a stejnou metodou mohou různé programy 
dát mírně rozdílné výsledky, což může být způsobeno různě implementovanými 
výpočetními postupy. Může to ale být způsobeno i chybami v programech. Přitom 
k počítačovým kódům nemáme vždy přístup a dokumentace nemusí být dostateč-
ná. To je ostatně vedle pedagogického hlediska také jedním z důvodů, proč jsme 
v této knize všechny ukázky raději naprogramovali sami. Použili jsme k tomu 
MATLAB® (The MathWorks, Inc.), který umožňuje efektivní implementaci 
metod a vizualizaci výsledků. Vybrané programy jsou uvedeny na konci knihy.
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/2/

Metoda IDW

Jednou z nejjednodušších a přitom často používaných metod prostorové inter-
polace je metoda inverzních vzdáleností. Je založena na váženém průměru, 
jehož váhy jsou nepřímo úměrné nějaké mocnině vzdálenosti mezi interpolo-
vaným bodem a datovými body. Jedná se o určité vyjádření představy, že bližší 
měření mají mít větší vliv na výsledek. V angličtině se tato metoda nazývá 
Inverse Distance Weighting. Budeme ji označovat zkratkou IDW, která je běžná 
v literatuře a v popisu programů. Metoda IDW je prototypem interpolačních 
metod založených na váženém průměru. Podrobnější pojednání o ní nám usnad-
ní pochopení problémů, které vznikají při prostorové interpolaci a jsou společné 
pro řadu metod. Ač je těžiště použití IDW v její aplikaci na plošná (2D) data, 
budeme pro jednoduchost některé vlastnosti demonstrovat na jednorozměrných 
případech.

Vyjdeme ze situace, kdy známe hodnoty z1, z2, ... , zn  naměřené v n bodech pro-
storu a chceme odhadnout hodnotu z0 v dalším bodě, kde nebylo měřeno. Situace je 
schematicky znázorněna na obr. 2.1.
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Obr. 2.1: Hodnotu v určitém bodě odhadujeme jako vážený průměr z hodnot v jeho okolí

Pro odhad použijeme vážený průměr

 � (2.1)
�

kde λi jsou váhy přiřazené jednotlivým hodnotám. Hvězdičkou jsme vyjádřili, 
že se jedná o odhad, nikoliv o skutečnou hodnotu, kterou bychom v daném bodě 
naměřili. Dále už ve vzorcích, kde to nebude nutné, nebudeme vypisovat meze 
sumace.

Je rozumné požadovat, aby v případě, kdy všechny naměřené hodnoty jsou 
stejné (označme je třeba zs), dávala také interpolace stejnou hodnotu, to jest, aby 
platilo

Z toho plyne požadavek, aby součet vah byl roven jedné
�
� (2.2)

Jednotlivé body měření se nacházejí různě daleko od bodu, kde interpolujeme, 
a je otázkou, jak zvolit váhy, aby odrážely tuto skutečnost. Patrně nejjednodušší 
je, zvolit je nepřímo úměrné vzdálenosti. Můžeme si pomoci analogií s fyzikál-
ními zákony: gravitační síla ubývá s druhou mocninou vzdálenosti, gravitační 
potenciál s první. Rozumné se tedy zdá, aby váhy byly nepřímo úměrné nějaké 
mocnině vzdálenosti. Položíme

� (2.3)
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kde ri  je vzdálenost bodu, kde interpolujeme, od i-tého bodu měření a koeficient 
mocniny α > 0. Hodnotu škálovacího koeficientu c volíme tak, aby součet vah byl 
roven 1. Aplikací této podmínky zjistíme

a pro váhy vychází vzorec

�
� (2.4)

Pokud je interpolovaný bod totožný s některým z bodů měření, je vzdále-
nost ri nulová. V tom případě se příslušná váha položí rovna 1 a ostatní váhy 
rovny 0. Tím je zajištěno, že interpolační křivka či plocha prochází datovými 
body. Metoda IDW je tedy přesný interpolátor (v angličtině exact interpolator). 
Váhy vyjádřené posledním vzorcem bychom mohli dosadit do váženého průmě-
ru (2.1) a zapsat tak celý výpočet jedním vzorcem

� (2.5)

V programech, které IDW aplikují, se ale často nejprve vypočtou váhy, aby je 
případně bylo možno analyzovat, a teprve pak se vyčíslí vzorec (2.1).

VLASTNOSTI METODY IDW

Uvažujme nejprve nejjednodušší případ interpolace, kdy máme ve dvou bodech 
x1 a x2 na nějakém profilu naměřeny hodnoty z1 a z2 a chceme dopočítat hodnotu 
z v bodě x ∈ (x1, x2), jak je znázorněno na obr. 2.2. 
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Obr. 2.2: Lineární interpolace

Použijeme lineární interpolaci. V obrázku vidíme podobné trojúhelníky a je 
zřejmé, že

� (2.6)

Všimněme si, že tento vzorec udává hodnoty z na celé přímce spojující datové 
body, nejen uvnitř intervalu (x1, x2), ale i vně. Vzorec můžeme upravit

a zapsat ve tvaru váženého průměru

kde

                  ,

přičemž platí

Výsledek dokumentuje, že ve tvaru váženého průměru lze vyjádřit i metody, 
které jsou původně definovány jinak. Součet vah je 1 a jejich poměr je roven 
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